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A.FAVINI 


Su un problema "two-point" per un sistema 
di equazioni differenziali astratte 


Voglio esporre alcuni risultati che sono stati ottenuti da A.Ven 
ni e da me su un sistema di equazioni differenziali astratte che tro= 
va applicazione nella teoria del controllo ottimo. 

Mi sembra opportuno premettere alcune definizioni e risultati 


che, d'altra parte, hanno interesse in sé. 


1. Sulla teoria della interpolazione 


Si dice che due spazi di Banach complessi Ao e A, formano una 


coppia d'interpolazione se sono immersi con continuità in uno spazio 
lineare (complesso) di Haussdorff. 
E' facile allora vedere che gli spazi Aj" A, ec ATA, muniti ni 


1 OST 
spettivamente delle norme 


Il] = maxÎ ||x]| , {x}, XE A_NA,, 
a I e reaga 
[xl = x H#, + dl x, Il SEA nor 
AgtA1 saba dla { 0 Ao ni 0 1 
x; A; 


sono spazi di Banach, con immersioni A,)A_G AGGAGIA (i=0,1) 


iL 0 1 


continue. 


Il.metodo delle medie (Lions-Peetre) [6] 


Se A è uno spazio di Banach e v =v(t) è una funzione da 


+ 
R = (0,+©) in A, si pone 


ha, f. P dt, ty 1/P i 
Mica ii ii] 1° rn) s < Jivcon? 1 1<peo, 


vii = Mv(t)n = su I = 
P ] p _Hiv(t)l p= + 
L_ (A) L_ (A) A a' 


(es) 


Per la definizione degli spazi di medie, è fondamentale il 


seguente 


Lemma 1.1 Sia Ao tdi una coppia d'interpolazione e sia 
1spgrPyf°? 0%9<1, 1/p = t1-bp_+ “/pjisia a € 


€ A_+A, per cui risulta 


c0 San 
ca + 
a = vg v,(t), te R , (1.219) 
con 

nta Ba continua e (1.2) 
-6, 1-0 
tiv (è) ca + Ilt e < 00 

o ti fi i Magi RE i 

Po 0 P, 1 


Allora 3 costanti Sg C, > o indipendenti da a, tali 


che 
c tnt a (t)l x + pe * (t)"_* 
1 o e da 5 E sad 
le) 0 p 1 
po © a p 1/ 
. rile i = p 
t_2 Îl i 
3 Amelie volt) i OO rt vj (E)lizà a)? si 
Py P, 
< c, inf (lt vt) * ee! 9, ce) n * ) 
= 172 o) DL (A) 1 bi. (Al 
Po (o) P, 1 


dove l'inf è preso su tutte le possibili rappresentazio= 


ni del tipo (1.1) (1.2). 


Prova. Si può supporre a # 0. Ma allora non può essere nè X 
Lita 0 né Vy CEDE O. Infatti, Sé vg bs 0,per esempio allora try RE 
non soddisfa certamente i v,(t)e Di (44)! 

Se si rimpiazza t in (1.1) con \t, dove \ è un arbitrario nume 


ro positivo, si ottiene ancora una rappresentazione ammissibile. 


Scegliendo: 


abbiamo, in forza della 


A B's (1-0) A+%9 B/ A,B> 0,9<A<1, 


1 ? -0 1-09 
i pena ga 
P 0 si 
0 1 
l è. PÒ ia a. 
<i ine t vo (È) ll LÉ (A.) + A lt va fedi iii (A_) 
Pg 0 Pi! 
> f=9g su, hd ; d 
< 3 nf E vo (Il LE (a) ijt vi (e) ii LÉ (A) S 
Po Pi 
Po/P Py/P 
, -0 1—0 7 
© inf (Il& vo II 1° (A_) uf v, 60) LS (A )) 
Po 0 da 


Ciò prova la prima disuguaglianza. 


P/Po —P/P, 
2: 1-0 -0 
Posto A= It vb 8 DA lt vo (®I 1% (a) 
P, 1 Po 0 


per la stessa ragione di prima si ha 


Po P, 
=0 1-0 1 
Spr (e vo MILAN ZI GITE. PO, sea 
p 0 p 1 
0 i 
8Po | -0 Po -(1-0)p 1-8 PI 
e inf (A Ift vo (© II 7E ag * nto vlt), 
Po 0 P, 


0) 


(A_) 
By. Pj 1 


“ 


« © 1- 
<2 infili € t)jj 
inf | vo € )lj Li 


Bi -0 1-0 
< © ine ill vo (©II ga lt v (el LE ) 0.5.D 
Po 0 P, | 


osservazione. Si può dimostrare che se a Aghi ha una rappresen= 
tazione del tipo (1.1) (1.2), allora ha una analoga espressione, 
con Mt infinitamente Ri derivabili 


Si definiscono ora gli spazi (Ag: 34) 


d, pi 
Definizione 1.2. Se 1<p; by e 1/p = (1-0) /pgt8/P,? 0<09<1, si po= 
ne (Ag 'A1 6, p = a feat? a ha una rappresentazione (1.1) (1.2.)} 
Il aj x -a i 1-6 
= ' + _X DI 
(Ag: 34) g,p © i0f che vo (Oli 1% (a) He vg a) 
Po 0 P) ! 


Se Po Pi = %, si pone 


(Agr 34) 6, 00 =fa (= Aqthi! a ha una rappresentazione del tipo (101%) 


(1.2) con Po? P2 5 CI) e 


pet CI a)? 


È i Îi =0 
{al = inf (jjt vo (0 L_ (A) 


(A-,A,) 


rita) 
0° 16, © 0 


Si può anche dimostrare il seguente teorema di equivalenza 
[6] . 
Teorema 1.3 Se 1 < pgrPq © » 1/p = (1-8) /Pgt9/Pq? 0<09<1, allora 
sa = 
a e (Ag: Ae,p => ae AgtA1 ed esiste u: R +Ag0 A forte= 


mente continua tale che 


+o0 
a = { ue) == in A_ + 1Aq: 
(0) 
-0 1-0 PA 
Me ult) (_) + It u(t)il % (A) < 


Vale un analogo risultatò se Po = Pj = % 


Il teorema di interpolazione (Lions-Peetre) 


Teorema 1.4. Siano Ao A, 5 Bo Bi due coppie d'interpolazio= 


ne e sia T un operatore lineare da Apt, in BotB, tale che la 


restrizione di Ta de continua da da Bj (j=0,1). Allora T man= 


da con continuità (AB) o È = Aim in Mo lap = Ba pi 
1-0 8 
rl < Cost. TY Til 
B + 
Ze, p * Bo,p 20 #95 
Dimostrazione Sia SEA, P e sia c n° arbitrario. Allora esisto= 
SoS LONE: 2 


no'vy(t); vj (0) soddisfacenti (1.1) (1.2) tali che 


-0 139 
lt vo (I 18 ug * Re eta L* a.) < Îial 5; bet 
0 1 
= * 1-0 
Allora Ta = Tv _(t)+Tv Ue) dove: t Ivi) n° (8 a PVI 0) 
0 1 0 Po 0 1 
st (B,.) con 
pP, 1 p 
P 
pio 0 0 SÙ Po 
t Tv (8) 1° a) $ TI) siep Je vo (è) II LE (a)' 
Po 0 0° 0 Po E 
P P, 
1-0 ; 1 1-0 î 
Ile Tv, (t)Î Lx muri Ir] la [lt vivi sci 
1 1 1 P, 1 
Così, in forza del Lemma Varta 
(tal z < com bisi IRRSACOTI PE NAST ie oli a) 
0,p o°5o Po Ao AB, D'ORO 
Î 1-0 0 
PR Li SPA (llal] + e). 
Ao Bo AB, A 


Per l'arbitrarietà di e > 0, il teorema risulta provato .0.E.D. 


Si dimostra poi il seguente teorema di densità , 
le) 
Teorema 1.5. Sia A un sottospazio dello spazio di Banach X. A denota 
il completamento di A.in X. Nel nostro caso, R, denota il completamen 


to di A_NA, in aL j = 0,1. Ebbene, se Ag Bi è una coppia d'inter 


0 1 
| polazione, 0<0<1 e 1<p<%, allora A, A, è denso in (AA) e 
Os O o) 
w hi (o) o 0 
“5A = (A_, A A = 
0'%16,p 9° Bpep? Soa? See 


dis Operatori positivi e interpolazione 


Definizione 2.1. Sia A uno spazio di Banach e sia A un operatore li= 
neare chiuso a dominio D(/) denso in A. Si dice che /\ è un operatore 
positivo se (-©,0) è contenuto nell'insieme risolvente di /\ e 

e >0 tale che 


-1] 


CA+t) < cdi, E 0% 


L(A) 


Osservazione. Ogni operatore autoaggiunto definito positivo in uno 


spazio di Hilbert è positivo. 


Se \ è il generatore infinitesimale di un semigruppo fortemente 
continuo di tipo 8<0, allora -/ è positivo. 

Per tali operatori c'è una caratterizzazione importante degli 
spazi (A, D MW. gp dovuta fondamentalmente a Lions, Peetre e 


Grisvard. 


Teorema 2.2. Sia / un operatore positivo. Sia m un numero naturale, 
0<6<1, 1<p<o. Se k, 1 sono interi soddisfacenti 0gk<s = 06m, 


1>s-k, allora 


: Do È _ pa stk -111 k C. 
(AD EM) o {aea: Vall gp 7 ME actor] n all* ay}: 


essendo [al 0,p Una norma equivalente a quella introdotta in genera= 
, 


le. Sî noti che sem= 1 = 1,k= 0, risulta 


n Ra; Ta -1 
AD) p = faea: lall op le Maco] alla 


; L5 (A) <=} : 


3. Metodo operazionale (Da Prato-Grisvard) 


P.Grisvard e G.Da Prato si sono interessati in alcuni lavori 
del seguente problema: 

Sia X uno spazio di Banach complesso e siano A,B operatori linea= 
ri chiusi a dominio D_eDgr rispettivamente, e con insiemi risolventi 
non vuoti. Posto Lx = Ax + Rx, xe D, = D,NDyr studiare la risolubili= 
tà di 


Lx-Ax = y, x € Dr» ADD: de (310 


Distingueremo due casi, quello in cui A e B commutano nel senso 


che, posto [AgiA,) = AA,-A,A risulti 


OTTO? 


= =f 
[an ; (B-0) ] =0, Va parVu ope (3.2) 
e quello in cui (3.2) non è assunta. 
' Grosso modo, se B è l'operatore -d/dt co condizione iniziale 
nulla, A è, nel primo caso un operatore differenziale del 2° ordine 
nella variabile spaziale x, a coefficienti indipendenti dal tempo t, 


mentre nel secondo caso, i suoi coefficienti dipendono da t. 
Introduciamo la seguente condizione: 

Definizione 3.1. Sia P un operatore lineare da DP (€X)) in Xx, E 

OE Dit 

Eo,m] . biremo che P soddisfa H(9) se 


(i) "RON el ESA IO PUNTO 


ox # 
(3) A (-T+9,7-9) + R , pari e convessa, tale che 


i i -1 
[iP=z) {l Log * c_(0)|z| , arg z= 0. 


IPOTESI H 1: Esistono So 0 tali che A soddisfa H(0,), B soddisfa 
e 
H(0p) 


se vale H 1, allora uno degli angoli ITA è necessariamente < m/2 


B 
e così l'operatore corrispondente è il generatore infinitesimale 
di un semigruppo analitico non necessariamente continuo in 0 (perché 
non è detto che D, (e) DR siano densi in X). 

La soluzione di (3.1) si fonda su una costruzione esplicita del= 


la sua soluzione sotto la forma 


x = di Yi dove 
ef ai ci 
gr (274) gear) (B+z) dz, A20 (3-3) 
3 î -i190 180 ; 
dove y è una curva semplice da © e a ® e contenuta in 


(ETA) N _p con cale I Per esempio, TA, può essere la frontie 


ra orientata del dominio situato a sinistra delle rette: 
ha 
( 
free: arg 2 = I} L {reg ‘Re & == /2)}, {zeg: arg z = 80}: 


supponendo Ag? 7/2 e così Sul </a 


Non è difficile vedere che, valendo o no (3.2) ;, risulta 


Lemma 3.2. Se A,B soddisfano H.1, allora 3JN>0 tale che 
: è. 03 
USAI] ite) E NZ, A > 
IL CASO COMMUTATIVO 
Lemma 3.3. Se vale (3.2) e Hi, allora 
i A sail. & D î 
(i) Sì (LX-Ax)= x = i 


sa eD +D DI Bs 
(Li) Va DI a? SX ED, e (L-)) SX * 


Dimostrazione. (i) Poniamo 


u(z) = (a-z-\) 7 (+2)! (Lx-Ax) = 
-1 -1 -1 -1 
= (B+z) (A-Z-)) (Ax-Ax)+(A-z-)) (B+z) Bx 
Poiché: 
(A-z-A) (Ax-Ax) = x+z (a-z-)) 71 Kr 
-1 -1 
(B+z) Bx = x-z (B+z) xi 
abbiamo 


ui aaa riad rana az! ag = 
eta! & è ae)" £a 


= a {eat ax az) Cziarna) x} = 


= ui {i (B+2) 7! Bx + (a-2-2} 7! (Ax — )0)}. 
Così 
-1f 7 o -1/ cali dz 
S, (Lx-Ax)= - (2qTi) uve) da = (273) (B-z) Bg = = 
À . Y da z 


À À 


_ VI, tacgei)! (irciaj E 
Yi z 


Il primo integrale è nullo perché (B+2) 7! Bx7z è olomorfa e decre 


TITO. 


=2 a 
sce come |z] a sinistra di v}i il secondo integrale vale -x, in 
forza del teorema dei residui e della decrescenza in 1a" della 
funzione integranda. 


Così S, (Lx-Ax) SR. 


(ii). Poiché A,B hanno. ruoli simmetrici, basta considerare il caso 


di X € Dpr per esempio. In forza di (3.2), essendo XE Dpr y= 


= S,X E Da e BY = S,Bx. Per verificare che YED.i osserviamo che 


mera n: {x (842) B x} . Quindi, 
z 3 


21 e È S pei 3 
y= Sa = (271) / ati! e È + tend) di ca-z=A) 7! (842) x SE 
Y «Z Y z 
= maria cv S ao in x da 


Di qui, 
-1 -1 - È 
Ay = A(A-)) x +(2mi) È n(n-z-2) 7! (842)! Bx e 
ì) 


n peifrsizn 1) (Z+1) hes" B+z) 1 Bx na - 


= ssd lx + ran RESO i ali Bx - + 


+ tari)! faz (+2) 1 Bx az = 


x + \y — By . Q.E.D. 


Si può dimostrare che se A,B soddisfano la (3.2) e H 1, con 
l'a e in X, allora L ha una chiusura L con Pi Di (0 agi! e 
(L-X) =S, ,Y1>0. 

Inoltre, L verifica H (sup(9_, 0p)) e così, se A e B sono ge= 
neratori infinitesimali di scmigruppi olomorfi soddisfacenti (3.2), 
allora anche L lo è. 

L'introduzione degli spazi d'interpolazione consente di precisa 


te Dr. Prima però introduciamo, per semplicità di scrittura e per 


DI-Na 


seguire l'uso, la seguente 


Definizione 3.4. Sia T un operatore lineare chiuso in X e sia Dr 


munito della norma del grafico. Si pone 


Dr (0;p) = (Dn? Bi, n” (X; Dn) Pe 


pe [1.2] p ORBST 


Pertanto (cfr. è 1) se p, (0 p_p) 3 Re fllrn'e cat to 


solo a, A > 0, allora LE (0;p) è il sottospazio di X formato da= 


gli x tali che 


le Pene)! xÎlet®, p>1. 


Il caso che ci interessa è quello di 
P > ' 
D;= fue L(0,T;E)= x; u'e X, u(0) = 0} »r Pu= - u', 


er cui D_ = W P(0,T,E), spazio di Sobolev d'ordine 1 su 0,1 a 
p p 0 


valori nel Banach complesso E, con la condizione u(0)=0. Risulta 


1,p na È 2 2 IR; ‘E)- D: 
Wo (CORTE) Meteo p = (L’(0,T;E); Do 6.p 
8, P 
W (0,65 EB), se 0<0<1/p, 
i; 0, p 
Wo (6,T; E), se 1/p<0<1, 
dove 
0,. p P 
W (0,T;E) denota lo spazio delle weL (0,T;E) tali che 
TP "P 
i P dt ds 
Ela ——_—_———— 00 
Il Il ult) u(s)]/ = rg ttor * (0<8<1/p), 


(0) 


11-12. 


0, p Ro) 
Milo Re) = fuew (0,T;E): u (0) = o} (1/p<60<1). 


Se E è uno spazio di Hilbert, p = 2 e 0<0<1/2, poiché 


' = 
Ba = fuex: U*%, ul(t)= 0, Pus u 


risulta 


0,2 
Di (052): = W O,T:E)s 0 ;2 
v ( ) Dre ( ) 


L'introduzione degli spazi D, (0;p) lo) D_ (6:;p) è, come dicevamo, 
motivata dal fatto che se x€D, (0;p) (oa D(0:P)), allora 
y = SX ED e Ay, By e D, (0;p) (o a D_ (6:P)): cioè, la restrizio 


ne di La D, (8;p) (o a D_ (0;p)) è chiusa e non solo chiudibile. 


Si vede infatti che 


Teorema 3.5. Se valgono (3.2) e H.1, allora 


Dr C D, (1739) Dg (17°) CD, (6;p)N Dp (8:p) 


2 = * 
dove 9 € (0,1) e pe [1,©] ; D,(1:9)= faex; Mea” (a-t) “ xlle 1. 3. 


Teorema 3.6. Se ye D, (0;p). + D (8; p), 98e (0,1) e pe [1,+©] , 


allora x = S, y E Dr e (L-))x = y. 


Se yeD, (8;p) [o a pz (6:P) | sr allora Axy Bx e D, (0:p) 


[rispettivamente, a D, (0:p)] + 


Teorema 3.7. Se valgono (3.2) e H 1, X è uno spazio di Hilbert, 


D, e Di sono densi in X ed esiste un 8 € (0,1) tale che D_ (972) 


= Do (6;2), allora L è chiuso (come operatore in X), Pr, ID (0,+%) 
- + 
e (L-)) : = Sì WAER . 


LI=18. 


IL CASO NON COMMUTATIVO 
n o AALIVO 


Supporremo sempre che A, B soddisfino H 1, lasciando cadere 


(3.2), che è sostituita dalla ipotesi più debole: 


IPOTESI H 2 Diciamo che A,B soddisfano H(A,B,9) se 


i) D, è stabile per ta-1y"! nel senso che 


ca-r) 7 (_) c D 


Vi é 
B p 


B A 


ii) Esistono 2 funzioni C e g su tia t=ò, de cli de La e(0,0)x 
X(0,%), rispettivamente, con C convessa e pari nelle due variabi= 


li, tali che 


lim o(iz+X],|z]) alz| = 0, 


X+40 1 
=1 = 
[Br an] ew {lp e Ce H00e ed), 


O tarcgiol, 9° =varg iy le|< m-0,: eci m-6g? 


Y è una curva semplice da © «a a o 4% in (E,72) Ep e909 STefze 


0 


In virtù di H.1 è lecito considerare l'operatore S}, \A>0, ma que= 
sta volta, mancando (3.2), cade il Lemma 3.3. 


Quello che possiamo provare è 


Lemma_3.8 . Se valgono H.1 e H.2 e y D 


B' allora SY = 


Lal: Dr e (L-A)x = y + R,Y, dove 
2 api -1 -1 
Ra #0-(208) [B: (22-21) ] (+2) az. 
di 


La dimostrazione è abbastanza semplice e segue le linee di quel= 


la del Lemma 3.3, 


Dal Lemma 3.8 abbiamo che (1+R,) (Dp) C (L-A) (D7) e così, se 


11-14. 


1+R, è invertibile e Dr è denso in X, allora anche (L-A) (D_) è denso 
in X e si ottiene una soluzione debole di (3.1). 

Il modo più semplice per ottenere che 14R, sia invertibile è quel 
lo di applicare il teorema di Neumann. Ora, 


ir zog s @0 Sf x edzal.2D alzi. 
Y 


dove k è una costante che non dipende da À. Quindi, esiste w,>0 tale 


T 
che I <1 per ogni i>w Così per tali À, 1+R,ha inverso limi= 


RlL 1° 
tato. 

Il nostro scopo è però quello di ottenere soluzioni strette. E a 
questo scopo tornano fuori gli spazi D(0;p). Prima di tutto, si può 
dimostrare che, sotto H.1 e H.2, S, è continuo da X a D_ (1;®)MDg (15°); 
inoltre, utilizzando il teorema di Young sulla convoluzione multiplica 


tiva (vedi, per esempio, il libro di OKIKIOLU), si prova: 


Lemma 3.9. S, è continuo da D (0:;p) a D, per ogni 09€(0,1) e pell,©]; 


À 
inoltre, se y€eD_ (68;p), 


B 


‘ - = y +R,y. 
(L-1)S, y = y +R,y 


In effetti, poichè yeDp(8ip), è facile vedere che xSS,y ED, e 


- -1 -1 È 
Bx = -(2ri) * / (A-z-)) .B(B+z) y dz + R, Vi, (3.4) 
SY 
AX = - Bx + Ax +(1+R )y 3 (3,5) 
ora, 


Lemma 3.10. Se y€ D (8:P) allora BS. Y (S D (8:p), purché 
n D_(@7 (3 ..6.) 
R, (Dp (0;p)) Cc Si p) 


La prova è molto tecnica ed usa, come al solito, il teorema di 


Young sulla convoluzione. 


IT-1657 


Il punto cruciale è la (3.6). Una ipotesi chiaramente sufficien 


te per la sua validità è la seguente 


Ipotesi H.3: [Bi a-2 0 ] e» 7) L(D_ (0;p)) (9:98) 0(12'1:12"]), 
@' = neg 2, 6"= arg 2", [0*]| « USA |oP] * Ty 


Si noti che se vale la (3.6), in virtù del Lemma 3.10 e della 


(3.5), anche AS, y ED, (0;p) VyVye D (0:p). 


I lemmi precedenti permettono di provare il seguente teorema di 


esistenza ed unicità. 


Teorema 3.10. Siano A,B operatori soddisfacenti H 1, H 2 e H 3. Allo= 
raJ w > 0 tale che per ye Dp (0:p) il problema (3.1) ha una unica 
soluzione (stretta) x tale che Ax, Bx € Dy (6:;p) V )>w. Risulta 

1 


x = S, (1+R,) vi 


Nel caso particolare di x spazio di Hilbert, si ha 


Teorema 3.11. Valgano le ipotesi del Teorema 3.10, con X spazio di 
5 =1 
Hilbert, p = 2 e 9(|z+\|,|z])= 0 (|z] ) per XA fissato. 
Se Da è denso in X e D, (052)= Da (8;2), allora L è chiuso in 


X ed esiste w>0 tale che PL 3 (W,°) e o a = Sì LESIVI 


4. Esempio di applicazione a problemi differenziali 


Dò una breve descrizione del modo di approcciare un problema 
di tipo parabolico con le tecniche operazionali che ho descritto 
nel $ 3. 

Prendiamo cane X lo spazio LP (0,T;E), 1<p<®, E essendo uno spa= 


zio di Banach complesso e sia P definito come in $ 3: 
D, = { ex: USEX, U(0)= o} ; Pu =-u'. 


Sia t+/(t) una famiglia di operatori lineari chiusi in E 


( 


“ 
2A 


TI=16. 


Vit e{o,7] tali che t + iaia ay è misurabile in [o, 7] a 
valori in E,V ye E e per ogni À in opportuno sottoinsieme del piano 


complesso. Si pone 


D_= . x 
o fuex; u(t)e D 


Ace) ddr ErA (BUE) e x }. 


(Qu) (t) = At)ult). 


Si può vedere che se Di, (t) è denso in EVte Po,tta allora D_ è 


denso in X. 


Prendiamo A=0, B=P (cfr.ò 3). Le Lx= AX+Bx, x D, es N D_' 


l'equazione (3.1) significa 


-u' tte) + A(t)u(t)- Au(E) = £(€), 0<t<T, 


(44271) 
u(0) = 0. 


Per trattare (4.1) nel caso in cui /(t) dipende da t è necessa= 


rio esplicitare B; fca-2") 71] 8-2") 7! 
Si ha in effetti 
È 
{te; (0-21) 71] ce-2") a} (e) = {TL ace)-2 71} Sertenata as, 


valida non solo formalmente se valgono le ipotesi (si noti che P sod 


disfa H (1/2)): 


(i) 10, € [0,n/2) tale che Mt) verifica H(0,) con C,(9) indipenden 
te da te[0,T]; 


les ai) y appartiene a wi, Mvye Vaie 


A 
=f zec: +0, cui e 0,} 7 


(iis) 3a C(0,1) tale che |[À, tacttr-0T | Lg) SCA DI, 


Met con arg À = 8. 
9, 


HI=17 


Le (i)-(iii)assicurano che 0 soddisfa H(0,) e, (in forza della 
(TE) (o-2') 7! (D_) € DL Vale Zg. Inoltre, per la (iii) ed il fat 


to che P soddisfa H (1/2), 


IP; co-25) 7] 0-2) £ K(cos 0") 7" (|2*[*|2*])71, 


L(X) 


per .arg 2" = 0", |o"|c n/2, a Lg 


A 
Per poter applicare il Teorema 3.10 dobbiamo però aggiungere 


un'altra condizione 


(iv) Esiste ne (0,1) tale che 
d na 8 ati =); __QM 
IE Ae)» d5 (820 | gy$ 601A e-s]", 


devel XE: — Gi i=targ 4. 


Ciò implica, infatti, 


Lemma 4.1. Se valgono le condizioni (i) (iv), allora H 3 è soddisfat 


ta se 0<0< min {n 1/9}. 


’ 


ì -1 0 
Dimostrazione. Posto v = (P-z') u, con ue W (0,T;E) (si veda, a 


questo proposito, la p. 11), risulta 


5 -1 p JI -1 . P 
EZ (0-z2") 1] v » 0,p= {a CAEN) }ecl e St + 
Sf je A hoc - {I nervi | < 
(A(t)-z') v(t de (s)-z } s le-s]1#9P 
sE T_T 
n ì n k A ye] 


dtds 


<Ep0” Ilve] sec orge" Sf lee '#P16"m) 
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mn Mi 
k ; .P 
+ os)? { { lu -v(s) Ta i 
|z'| 0 0 = |t-s +0p 
p 
k_ P_i 
) To, vil 4 9 ail 
In forza del Lemma 4.1, abbiamo così 
il . Ù nil " i i DE k Î | 
I E PI 
quindi, assumendo e(|z'|,|z"|) = 0 (|2'|7%|2"|7"), si ottiene 


il seguente risultato (dovuto a KATO-TANABE attraverso la teoria dei 


semigruppi analitici) 


= - Lita Ì, 

Teorema 4.2. Sotto le ipotesi (i)- (iv), per ogni re ui P(0,T;E), do 
ve 0<0< min {n 1/p} e per ogni \€% , il problema (4.1) ha una ed 

una sola soluzione stretta u, che soddisfa inoltre u'e we P(0,1;E). 


Applicando il Teorema 3.11, si ha anche 


Teorema 4.3. Se E è uno spazio di Hilbert, p= 2 e valgono (i)-(iv), 
2 
( 


allora VfetL”(0,T;E) e Vieg, il problema (4.1) ha una unica so= 


SA 


2 
luzione stretta ue W."° (0,T;E). 


(©) 


5. Un problema di tipo "Two-Point" 
Alcuni problemi di controllo ottimo connessi con equazioni alle 
derivate parziali di tipo parabolico portano a studiare il seguente 


problema "two-point" in uno spazio di Hilbert 


x'(t) = A(t)x(t)+ B(t)ul(t) + f(t), 
O<tatT, (5.1) 


u'(t) =-A°(t)u(t)+C(t)x(t)+g (t), 


x(0) = kg © (CT) = Un 


IT=19, 


La seconda equazione del sistema definirebbe grosso modo uno sta 
to aggiunto. i 

L'integrazione, se così vogliamo chiamarla, di (5.1) non è sempli 
ce. Il metodo descritto nel libro di LIONS (4), a cui riferiamo per 
dettagli, riduce (5.1) ad una equazione astratta di tipo Riccati, me= 
diante l'introduzione di un "feedback" : u = P (x). 

Qui vogliamo riportare alcuni risultati di +3] , in cui un pro= 
blema del tipo (5.1) viene trattato utilizzando le tecniche operazio= 
nali che abbiamo punteggiato nel è 3. 

Nel caso di operatori A(t) autoaggiunti, una trattazione è stata 
data da COOPER [1] (vedi anche TARTAR [5]). 


Si potrebbe tentare di approcciare (5.1) definendo 


P(x,u) = (-x',u'), 
lp 1,p 
D(P) = Wi (O,T;E) x W 7 (0;T:E), 
1,p : 192 i 
dove W T (0,T;E) denota lo spazio delle u W (0,T;}E) tali che u(T)=0. 


Se poi si pone 
Q(X,u) = (A( )x+B(.)u, -AÈ(.) u+C(.)x), 


cade però in generale la possibilità di soddisfare H 2 poiché Di non 
è stabile per to-a4”"*, supposte oltretutto per 0 le condizioni di 


decrescenza per il suo risolvente. 


Vedremo di aggirare dunque l'ostacolo mediante una tecnica di 
perturbazione e l'uso degli spazi d'interpolazione. 


Poniamo: 


Definizione 5.1. 


1 


Se px=-x!, D ‘Pl0,T;E), 


Il 
= 


Pu a Eu! D = wi eP 


Li x a 0), 
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allora P(x,u) = (P P È 
| ( oX' Ul DL Poi x = 


Se ACC), B, (t) sono operatori lineari in E, E spazio di Banach 
complesso, 


P 
D = {xe L''(0,Tt9E); xle)e D 


0, AL (E) q.a. in [0,T], 


12) 
AL(.}x(.) € L'(0,T;E)} , 


Q,x = A, ()x(.), k= 0,1, 


DD x D 1 Q (x,u) = (Q 
Q o Q7 


Ciò posto, facciamo l'ipotesi H4 


ipotesi :Hi 4, Pervk =: :0,1ue O<EStT, B, (t) e L(E); inoltre, t>B, (t) è 
limitata nella norma di L(E) e misurabile nella topologia forte di 
L(E). 
15; 

( 


La H 4 assicura che VW ue LP (0,T;E), t>-B, (t)u(t) e L'(0,T;E) € 


} . P 
B_ (aC LP < chu(.)li . Di qui, se G,: L'(0,T;E)> 
GIRL 
P ( ai LP (0,7;E) i 
+ LP (0,T;E) è dato mediante (Gu) = G, (t)u(t) e G:X = LP (0,T;ExE) 
+ X è dato mediante G(x u) = (GU: Gp)» allora G, (k=0,7) e G sono 


operatori limitati. 


H 5: At) è 0<t<T, ha la proprietà H(8,) uniformemente in té Co, i, 


esiste 0, € (0,m) tale che Y C n p(A, (t) e A WVeX, , 
1 - 8 = k 8 
1 O<t<T 1 


30 ia ca (= x è assolutamente continuaVx € E. 


- 


Inoltre,V Xe DIS i © # (a er x è assolutamente continua 


1 
Vxe E. Inoltre, VA é DA c'è Mc [o,T], di misura nulla, tale che 


1 
VEE, (A, (t)-2)71 y ha derivata limitata in FOsmie M, (k= 0) Ir 


T1=2415 


+ 
fine, c'è una funzione C,: (-7+0,,7-0,) + R, tale che) \ I 


1 9, 
a -1 SN 
log ft) Lie) $ Cq(arg VAI (= 0,7), 


dove È è un elemento di (0,1), ed esiste y€ (0,1] tale che Viec, 
1 
e Ve, s € Ro,t), 


-1 d -1 
SE 04 e te) Il 


IE “Erg 20 
lat ds g C,(arg |A “|t-s]. 


L (E) 


Ipotesi H 6: V "Ch, L= B, (t) x è assolutamente continua su [o,T] 
e c'è M C [o, T] , di misura nulla, tale che su [0,T]\M, t + 
+ B, (t)x ha derivata limitata (k = 0,T). 


Le Ipotesi H 4-6 verranno utilizzate in seguito per poter appli= 
care i risultati astratti. Il seguente problema verrà, così,affron= 


tato e risolto. 


Definizione 5.2. Diremmo che (x,u) è una soluzione stretta di 
' -_ -_- 

x'(t) = Ag (E)x (È) + Bg (t) ult) XxX) 4 Et), 0<t<r 

u'(t) TA p (E) u(t)- Br (t)x(t) hi AU) giCE) (5.2) 


x(0) = u (T) = 0, 


sup 


UPl0,t;E), WEeW "(0,T:E), x (0) é D 


se x £ W ) q.d. su [ormi è 


Ao (È 
ult) £ Pa (e) q.d. su ({0,T] ; la funzione t + (Ag (E) (8), Ap(t)ult) 
D 
appartiene a X = LP (0,7; ExE) = L' (0,T;E)x LP (0,T;E), e vale (5.2). 


E'allora chiaro che (5.2) può essere messo sotto la forma 


(Pt OI AL je oh ; (5.3) 


dove w = (x,u), h=(-£ ,g). 


T1=22. 


QUALCHE OSSERVAZIONE DI CARATTERE GENERALE 


Lemma 5.3. Se valgono H 1 e H 2 allora 


lim 
\+0 


ISxl L_c0:p)7 ® Va (0,1). 
B 


Ricordo che 


n 
Il 


ei si = 
-(2ri) J (A-z-)) 1 (B+z) toa; 
mentre 


{any J [B; tes) 0) (B+2) dz. 
DI 


Vie] 
Il 


Qui A, B sono quelli del è 3. Per noi, B=P, A = Q nella (51800) 


ora, è ben nota ( [2] ) che lim Isca - Lim | 


Il 
= i x" L (x) 


Poiché Gé L(Xx) c'è Ag ?0 tale che Yor 
Ho, : A, SULA 
1 
izdizon «te ISLoo POTRO Lo Isla 


Così Via, esiste in L(X) 


A 1a -1_ 
Pr, = (148, (1+R,) G) s,(1+R,) = 


_ -1 -1 
= S,(1+R,)) (1+6S, (1+R,) ) 


Si può allora provare che se Dy (= Do) è denso in X e \>Xg' allora 
Vnex, T,h è l'unica soluzione FORTE (nel senso di DA PRATO-GRISVARD) 
di (5.3); cioè esiste una successione hn Xy ha + h in X tale che 


(5.3) ha una unica soluzione stretta w_' dove h, sostituisca h, € 


w >w in X. 
n 


DI-23 


Noi però vogliamo soluzioni strette. A tal fine, dobbiamo assume 


Fe 


tesi H 7: G L (D_(65p)); R 
Ipotesi H_7 [Dx (0:P) (pp (0:p alp (8:p) = 


L(D; {8:p)) e lim LENTI 0, 0<0<1. 
\ +0 


L(Dp(0;p)) 


Si può allora vedere 


Teorema 5.4. Valgano H(8 pl» H(69), H(0,P;9) e H 7. Allora Ni X>Ag e 


YVn € Dr (0;p) T, h è l'unica soluzione stretta di (5. Sla A, 
or,h, PP h D, (8:p). 


L'ipotesi H 7 sarà senz'altro soddisfatta se G muta con conti= 
ità D_ in sé ta D_ in sé jr. fl < t. Ciò segue 
nuità D, ins e R, muta D, in sé con li NI L(0g) S cos iò seg 
per interpolazione (Teorema 1.4) e perché sappiamo che 


lim IR, 4 Lx) 7 0 


\ +0 


SUGLI SPAZI DI INTERPOLAZIONE 


Avendo definito DL = Doo x , ' 


abbiamo subito che 


D, (9:p) = DL (0;p) x. Do (0;p). 


0 "TP 
8,P 
Ma se 0<8<1/p, allora D, (0,p,)=W COLPE) 
; 0 
Posto (du) (t) = u(T-t), è chiaro che é definisce un isomorfismo 
P 
isometrico di L (0,T;E) su se stesso tale che ab Ti = D. . Per in= 
su 

terpolazione, 9 (D, les) ” Ba (8;p) e così per 0<68<1/p, possiamo i= 

ui 7} T 
dentificare DL (8;p) con DL (05p). 

Nel caso di E spazio al Hilbert, poiché Pr = pu Po = Do, 


11-24. 


risulta facilmente Dp* (052) = D_ (052); 0<0<1/2 . 


Soluzione di (5.2) 
L'ipotesi H 6 implica il 


‘Lemma 5.5. Se H 6 è soddisfatta, allora Vee(0,1/p), risulta 


Sp, (019) € ® (D, (0:p)). 


Infatti, la H 6 assicura, in forza del Teorema di Banach-Stein= 


haus, che G e L (D_ (08;p)) e analogamente per G_. Così 
0|D P JU 
P (8:P) 0. 


2A (D, (6;p) x D 


D (B:p)x D_ 0; PI)u 
0 P 


G . 
Dr (0: ip)” 
I È ) Py (9:P)" Pm A 


Ma in virtù della precedente osservazione, Sip (0:25) L(D, (9:P)) 
P Li 


Il risultato principale segue dal Lemma 4.1 e dal Teorema dedi a 


Teorema 5.6. Se valgono H.4-6, 8 €. (0,1/p), allora per ogni 
£ ew 8P(0,7;E), ge w°?P(0,T;E), il problema (5.2) ha una unica 
soluzione stretta (x,u), tale che x',u', Ag (0x0), Ap()u(.) È 


<w°'P(0,T;E), purché \ sia abbastanza grande. 


Il Teorema 4.3. implica a una volta il seguente 


Teorema 5.7. Se valgono H. 4-6, D, (1) è denso nello spazio di Hilbert 
E V te Co,T], k = 0,T, allora per ogni sufficientemente grande 
e per ogni f,g € L° (0,T;E) il problema (5.2) ha una ed una sola 


soluzione stretta. 


Osservazione. Avrei potuto esporre risultati per il problema non omo= 


geneo (5.2) con condizioni iniziali o finali non nulle. Si sareb= 
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bero dovuti usare allora certi risultati di tracce (in 0 0imn My 


dovuti principalmente a GRISVARD. 
vedi [2], p. 336 e sgg. . 
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